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1.1弹性力学基本方程（直角坐标）在空间问题中，应力、形变和位移等基
本知函数共有15个，且均为x,y,z的函数。
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平衡方程：3个，是联系体力和应力的方程

几何方程：6个，是联系位移和应变的方程

物理方程：6个，是联系应力和应变
的方程，与材料性质有关（E，𝜇等相
关）
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各个物理量之间的关系

应力 应变 位移物理方程 几何方程平衡方程
体力
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1.1弹性力学基本方程（平面极坐标）
• 平衡微分方程

• 几何方程
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◼ 物理方程

◼ 边界条件
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• 应力函数的相容方程

• 应力函数与应力的关系

需要注意的是，这里𝜑前的算
子要两次分别计算，不能当成
多项式平方展开后再分别作用
到𝜑，否则结果不正确！

弹性力学基本方程（平面极坐标）
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1.2平面问题问题的分类

平面应力问题 平面应变问题

1.等厚度的薄板

2.体力作用于体内，平行于板的中面，

沿板厚不变

3.面力作用于板边，平行于板的中面，

沿板厚不变

4.约束作用于板边，平行于板的中面，

沿板厚不变。

z向很小，与其他两个方向相比可以忽略不计，
因而转化为平面问题，且在𝑧方向无应力，但是
因为无约束，所有有应变（物理方程可得）

1.很长的常截面柱体

2.体力作用于体内，平行于横截面，

沿柱体长度方向不变

3.面力作用于柱面，平行于横截面，

沿柱体长度方向不变

4.约束作用于柱面，平行于横截面，

沿柱体长度方向不变。

z向很长，可以认为任意𝑧 = 𝑧0 面都是对称面，
全部一样，因而转化为平面问题，且在z方向上
无应变，但是由于两端的约束，z方向有应力
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1.3 平面问题的两条求解途径（单连体）

位移法（以位移为基本未知量） 应力法（以应力为基本未知量）

应力 应变 位移物理方程 几何方程平衡方程
体力

位移分量需要满足的条件：
1.位移表示的平衡微分方程
2.位移表示的应力边界条件
3.位移边界条件

应力分量需要满足的条件：
1.平衡微分方程
2.应力表示的相容方程
3.边界条件

推导路径：

边界
条件

1.

2.

3.

1.

2.

3.

方程形式均以平面应力问题为例说明
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1.3 平面问题的两条求解途径（单连体）

边界条件补充说明：
     应力边界条件实质是边界点上微元体的平衡条件。

位移边界条件实质是变形连续条件在约束边界上的体现。
这样理解易于写边界条件：想象在边界处应力的正方向，

应力分量在该处应该与外力一致，否则边界面上不能平衡。

位移边界条件：

应力边界条件：

混合条件：

在位移约束      面上：

在应力约束     面上：

位移约束与应力约束的组合。

设      面法线与x轴正向夹角的余玄为
l，与y轴正向夹角的余玄为m。

相容方程说明：

1.相容方程是连续体位移连续性的必然结果。
2.相容方程是应变所对应位移存在且连续的
必要条件。
3.相容方程是基于十五个基本方程推导出来，

是将几何方程处理后消去位移，得到应变
表示的相容方程。进一步通过物理方程将
应力替换掉应变，得到应力形式的相容方
程

应变表示的相容方程

常体力平面应力问题的应力表示的相容方程
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圣维南原理
次要边界上应力条件不能逐点满足，用等
效面力（力矩）替换（积分满足）！

1.3 平面问题的两条求解途径（单连体）
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1.4 平面问题中一点的应力状态

P A

B

o x

按坐标轴方向分解

按正应力切应力方向分解

在应力主面上，全应力等于主应力，因此：

这个值对于一个应力状态确定的点来说是固定的，不会随斜截面方
向改变而发生变化，因为针对的就是主平面而言，反映的是一种不
变量，容易混淆。

是一个点确定的

应力状态，在不同角
度斜截面上分解。
        之所以 𝑝𝑥和𝑝𝑦 随

着斜截面角度发生变
化，实际上是因为AB

边的长度随斜截面角
度变化而变化（ 𝑝𝑥、
𝑝𝑦、𝜎𝑛、𝜏𝑛是应力，

需要乘以长度才是可
以用于计算平衡的力）
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1.5 使用应力函数的逆解法和半逆解法的基本步骤

给定满足相容
方程的Φ

求出应力分量
求出边界上的
面力（合力）

能解决什么问
题

逆解法

确定

针对问题设定
应力函数Φ

是否满足
∇4Φ = 0

按公式导出应
力表达式

是否满足边界
条件

得到问题的正
确答案

是

否 否

是

半逆解法

常用的假设应力分量函数形式的方法：
1. 由主要边界受力情况提出假设
2. 由材料力学解答提出假设
3. 由量纲分析方法提出假设
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• 矩形截面的柱厚度为单位值1，宽度远小于高度(          )，在一
边侧面上受均布剪力 作用（如下图所示），试求柱中的应力
分量（不考虑体力）。

lh 
q

2. 直角坐标应力函数例题



132. 直角坐标应力函数例题



142. 直角坐标应力函数例题
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3. 极坐标习题

• 考虑下图所示单位宽度的矩形截面梁，其两端受弯矩M
作用，因曲梁的几何形状和载荷都与 无关，故可看作是
轴对称问题，其通解为

，

试根据边界条件确定应力分布规律。
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2
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1 2ln 2
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163.极坐标习题



173.极坐标习题
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4. 边界条件习题
如图所示的薄板条在y方向上受均布拉力q的作用，体
力不计。试证明在板中间某突出部分的尖端A点处的应
力为零。

在 AC、AB  边界上无面力作用。即 0x yf f= =   

AB 边界： 1 1 1cos , sinl m = =   

由应力边界条件公式，有
( ) ( )

( ) ( )

x s xy s x

y s xy s y

l m f

m l f

 

 

+ =

+ =
  

1 1

1 1

cos sin 0

sin cos 0

x xy

y xy

   

   

+ =

+ =
 （1）   

AC 边界：
2 2

2 2

cos

sin

l

m





=

= −
  

代入应力边界条件公式，有
2 2

2 2

cos sin 0

sin cos 0

x xy

y xy

   

   

− =

− + =
 （2） 

 

∵A 点同处于 AB 和 AC  的边界，∴满足式（1）和（2），解得 

0x y xy  = = =   

 

∴ A 点处无应力作用 
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